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Ein Analogrechner zur Ermittlung der z-Elektronenzustinde
Von

HeErRMANN HaARTMANN und ADOLF NEUMANN

Es wird tber Schwingkreismz)delle berichtet, deren Sikulargleichungen mit denjenigen
formal iibereinstimmen, die sich nach der Hiickelschen Theorie fiir die n-Elektronenzustinde
ungesiittigter und aromatischer Kohlenwasserstoffe ergeben, und deren Resonanzfrequenzen
nach einfacher Umrechnung die Ldsungen der gquantenmechanischen Sédkularprobleme liefern.
Der Analogrechner wurde zur Losung Hiickelscher Sakulargleichungen sowie zur Bestimmung
der Verschiebung ihrer Eigenwerte bei Verinderungen von Coulomb- und Resonanzintegralen
benutzt.

Oscillatory circuits are reported, the secular equations of which are formally identical
with those, which follow from Hiickel’s theory for the energy-levels of the m-electrons of
unsaturated and aromatic hydrocarbons and the resonance-frequencies of which yield the solu-
tions of the quantum-mechanical secular problems after a short calculation. The computer was
used to solve Hiickel’s secular equations and to determine the shift of their eigenvalues, when
Coulomb and resonance integrals were changed.

Nous décrivons des circuits oscillatoires, dont les équations séculaires sont formellement
les mémes que celles de la théorie de Hiickel pour les états électroniques 7 des hydrocarbures
insaturés et aromatiques et dont les fréquences de résonance fournissent les solutions des

)

problémes de mécanique ondulatoire. Nous avons usé de cette machine & calcul analogue
pour la solution d’équations séculaires de Hiickel et pour le calcul du déplacement de leurs
valeurs propres lors de variations des intégrales de Coulomb et de résonance.

Einleitung

Die Variationsmethode mit LCAO-Funktionen zur niherungsweisen Lisung
der Schrédingergleichung fihrt auf Sdkulargleichungen, deren Berechnung viel-
fach sehr zeitraubend ist. Zur Umgehung dieser umfangreichen Rechnungen
wurde eine Reihe von Analogrechnern entwickelt. Sie beruhen auf dem Prinzip,
dafl die Bestimmung von Eigenschwingungen gekoppelter elektrischer Schwing-
kreise auf Sikulargleichungen fithrt, die bei gecigneter Wahl der Schaltelemente
und der Koppelung mit denjenigen fiir die Atom- und Molekiilprobleme identisch
sind. Aus den gemessenen Eigenfrequenzen und aus den Daten fiir die Schalt-
elemente kann man dann in einfacher Weise die Eigenwerte der Matrizen berechnen.

Man kann zwei Wege einschlagen: Entweder variiert man bestimmte Schalt-
elemente bei fester Frequenz [5] oder man verdndert die Frequenz bei konstanten
Schaltelementen [3, 6].

Speziell fiir die Sakulargleichungen, die bei der Berechnung der s-Elektronen-
zustinde von ungesdttigten und aromatischen Kohlenwasserstoffen nach der
Theorie von HECKEL [2, 4] auftreten, haben 1949 HaRTMANN und STURMER [3]
einen Analogrechner angegeben. Dieser konnte aber infolge der damaligen Schwie-
rigkeiten nicht in der gewiinschten Weise realisiert werden. Daher wurde die Idee
nun noch einmal aufgegriffen [7].
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Die Theorie von HckEL fiihrt fiir die n-Elektronenzustinde eines ungesattig-
ten oder aromatischen Kohlenwasserstoffmolekiils auf eine Sékulargleichung der
Form

oy —AE .
Koy — A E O; ﬂlk
0, Bir S

=0 . (1)

Darin stellen «; Coulombintegrale, 8;x Resonanzintegrale und A E die Resonanz-
energie der zz-Elektronen dar. An den Nichtdiagonalstellen (¢, k) steht Bz oder 0,
je nachdem das ¢. und das k. Kohlenstoffatom benachbart sind oder nicht. Da in
einem konjugierten System einem C-Atom maximal drei andere C-Atome be-
nachbart sein konnen, kann in einer Spalte und in einer Reihe nur héchstens an
drei Stellen ein § auftreten. Die Annahmen

Ky = o i=1,..,n . (2)
ﬁikzﬂ i,k:i,...,n (3)
fithren mit der Abkiirzung
a—AE
- 4
e 5 (4

die Sékulargleichung in die Form iiber:

o 0,1
e =0. (5)
0,1\9
Es ist
x>0, g<0, J|al<|[f]. (6)

Nach einem Satz von LEvy — Hapamarp [I] folgt, dafl alle Losungen in dem
Bereich
—3<e¢x<3 (7)
liegen.
Grundlagen
Entsprechend den drei Kopplungsméglichkeiten eines C-Atoms mit anderen
in ungesédttigben und aromatischen Verbindungen bendtigt man drei Typen von
Schwingkreisen, ndmlich sol-
42 che, die eine, zwei und drei
F— Ankopplungsméglichkeiten
= besitzen (Fig. 1).
Diese Schwingkreise schal-
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’\w,—”-—ﬂa oIaw—u—
tet man wie die Stuartschen

) ) . . . ! Molekiilmodelle zusammen
Fig. 1. Die verschiedenen Schwingkreistypen entsprechend einfach, . . .
zweifach und dreifach gekoppelten C-Atomen und schliet an einer belie-

bigen Stelle eine Strom-
quelle an. Mit den Kirchhoffschen Gesetzen erhélt man fir die Stréme in den
einzelnen Maschen ein inhomogenes lineares Gleichungssystem. Wahlt man die
Induktivitdten L sowie die Koppelkapazititen C jeweils gleich, fordert fiir die

L C7 VA

Doy J)
I%

toley
)

o NN

-3
™
o—i1

L\alQ:,E



Analogrechner zur Ermittlung der #-Elektronenzustinde 129

Kapazitdten Oy, die Bedingung
¢

ar -~ m = const. m = 1,2, 3, (8)
was durch
01=%0 02:%0 ¢, —C (9)
erfillt wird, und setzt dann
w? L0 —4=p (10)

(w: Kreisfrequenz), so stimmt die Koeffizientendeterminante des Gleichungs-
systems mit der Hiickelschen Determinante fiir das entsprechende Molekiil iiber-
ein [7]. Die Losungen gehen gegen unendlich, wenn die Koeffizientendeterminante
gegenNull geht, die Resonanzfille sind also durch die Losungen der Hiickelschen
Sikulargleichung festgelegt. Indem man die Resonanzfrequenzen mift, kann man
mit den bekannten Werten fiir L und C die Energieniveaus nach (10) berechnen.

Infolge der Dampfung, die hier vernachlissigt wurde, bleiben die Stréme im
Resonanzfall endlich. Ferner erfolgt eine geringe Verschiebung der Resonanz-
frequenzen, so daB auf hinreichend kleine Démpfung geachtet werden muf.

Wenn die Zahl der gemessenen Eigenwerte kleiner als der Grad des Polynoms
ist, kommen mehrfache Eigenwerte vor. Um die Multiplizitit festzustellen, mufl
man die Symmetrie des Systems stéren und dadurch die Figenwerte veranlassen
aufzuspalten. Das kann man erreichen, indem man etwa im 4. Kreis parallel zu der
Kapazitdt Op (m = 1, 2 oder 3) eine variable Kapazitit V einschaltet, die in der
i. Zeile des Siakularproblems zum. Austausch von g gegen

av
e+di=o+g

(Cn + V) (15

fithrt. Es kann erforderlich sein, in mehreren Kreisen solche Storglieder einzu-
fubren und kontinuierlich zu verdndern, im allgemeinen erfolgt jedoch bereits
Aufspaltung bei einem einzigen.

Die Annahmen (2) und (3) der Hiickelschen Theorie sind fiir Heterocyclen
sicher nicht richtig. Ein Modell solcher Molekiile mufl daher so beschaffen sein,
daBl die Schwingkreiskondensatoren C;, und die Koppelkondensatoren C, die zu
einem gewissen Grade den Colomb- und den Resonanzintegralen entsprechen,
veréndert werden konnen.

Eine Variation des Coulombintegrals des i. Atoms um A x; bedeutet an der

i. Stelle in der Diagonale das Auftreten eines zusétzlichen Gliedes Ao und bei

0
einer Anderung des Resonanzintegrals zwischen ¢. und j. Atom um 4 By wird an
der Stelle (4, j) zu 1 ein Glied A /8, hinzugefiigt. (Dabei zeigt der Index 0 die
unverdnderten konstanten Integrale an.) Da sich nur symmetrische Determinan-
ten durch gekoppelte Schwingkreise nachbilden lassen, mull man verlangen, da
sich gleichzeitig das Resonanzintegral zwischen 4. und 4. Atom um den gleichen
Wert

ABu=A484 (12)
dndert. Das bedeutet, daB die ganze Verschiedenheit des 4. Atoms von den ande-
ren in das Abschirmfeldpotential hineingesteckt wird.

1%
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Schaltet man parallel oder in Serie zu der Kapazitit Cp, im 4. Schwingkreis
eine variable Kapazitdt V, so erhdlt man an ¢. Stelle in der Diagonalen der Deter-
minante ein Zusatzglied :

( cvV
ba GalCa T T (Parallelschaltung) (13)
Bo |- % (Serienschaltung) (14)

Analog ergibt Parallel- und Serienschaltung von ¥V zum Koppelkondensator
zwischen 4. und 4. Schwingkreis an den Stellen (¢, §) und (j, i) der Determinante
jeweils ein Zusatzglied ’

v
Ay ABn [ e (Parallelschaltung) (15)

By Bo 1 % -(Serienschaltung) (186)

Gleichzeitig erscheinen dabei jedoch in der Diagonale an ¢. und j. Stelle noch
weitere Glieder, die man dadurch, dafl man zu Cy, im 4. und §. Schwingkreis Kapa-
zitdten geeigneter GroBe in Serie oder parallel schaltet, wieder vernichten muf [7].

In dieser Weise ist in einem gewissen Bereich eine Verfinderung der Coulomb-
und Resonanzintegrale modellmaBig nachzubilden, '

Ausfiihrung

Um méglichst genaue Werte zu erhalten, miissen die Bauelemente hinreichend
kleine Toleranzen aufweisen. Auflerdem miissen Dampfung, Spulenkapazititen
und Kondensatorinduktivitdten sowie Schaltkapazitdten und -induktivititen zu
vernachlissigen sein. Als geeignet erwiesen sich die Werte L = 0,1 mH und C =
20 oF, was gemélB Gl. (7) und (10) auf einen Frequenzbereich von 110 kHz < » <
300 kHz fiihrt. Als Kondensatoren wurden Styroflex-Zwillingskondensatoren mit
+ 0,3%, Kapazititstoleranz verwendet. Die Spulen wurden durch Bewickeln von
Siferrit-Schalenkernen mit Hochfrequenzlitze hergestellt und auf + 0,1%, abge-
glichen. Thre Giite bei 200 kHz ergab sich zu > 400.

Die Schwingkreise wurden in geerdete Késten aus Eisenblech eingebaut, die
durch kurze abgeschirmte Kabelstiicke mit Steckverbindungen miteinander ver-
bunden werden. Zur Variation der Schwingkreis- und Koppelkondensatoren kon-
nen iiber abgeschirmte Kabel die Verstimmungselemente angeschlossen werden.
Diese bestehen aus einer Anzahl parallelschaltbarer Kondensatoren von + 2,5%,
Toleranz, die eine in einem Bereich von 0,02 nF < V < 120 nF variable Kapazi-
tit darstellen und ebenfalls in einem geerdeten Blechkasten sitzen. Als Strom-
quelle dient, ein LeistungsmeBsender, der iiber einen hohen Ohmschen Widerstand
an der Induktivitdt oder der Kapazitdt eines beliebigen Schwingkreises ange-
koppelt und dessen Frequenz dann im Resonanzbereich variiert wird. Ein zum
Sender parallelgeschalteter Impulszéhler gestattet eine praktisch fehlerfreie
Frequenzmessung. Die Anzeige der Resonanzstellen erfolgt mit einem Oszillo-
graphen, der parallel zu dem Schaltelement liegt, an dem der Sender angekoppelt
ist.

Zur ndherungsweisen Ermittlung der Lage der Eigenwerte sowie ihrer Ver-
schiebung und Aufspaltung bei Einwirkung einer Storung ist es giinstig, wenn man
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die Eigenwerte nach Art eines Termschemas alle nebeneinander auf dem Bild-
schirm eines Oszillographen darstellt. Um dieses zu ermoglichen, wurde ein elek-
tronischer Resonanzkurvenschreiber gebaut. Sein Kernstiick ist ein gut ampli-

Wobbelspannung
—
Wotbel- |__| HF- e L L e
sender Jerstirer Verstirker! richler Jerstirker
Schwing-
Areismodiel| -
Vszillograph

Fig. 2. Blockschaltbild des Resonanzkurvenschreibers

tudenkonstanter Wobbelsender, dessen Frequenz o periodisch mit der Netz-
frequenz £2 den Resonanzbereich iiberstreicht,

o=+ Adw,sin2t, (17)
und der an das Modell angekoppelt wird. Die Spannung am Modell wird iiber einen
Hochfrequenzgleichrichter den y-Platten eines Oszillographen zugeleitet. an dessen
z-Platten die den Wobbelsender steuernde
Netzspannung liegt. Der Bildschirm stellt
dann ein cartesisches Koordinatensystem dar,
auf dem die Spannungsamplitude U am Mo-

dell als Funktion der Frequenz aufgetragen
ist:

U=U(w) . (18)
Das Blockschaltbild des Gerdtes gibt Fig. 2
wieder.

Wegen des breiten Frequenzbandes, der
Frequenzlinearitit und der Amplitudenkon-
stanz wurde der Wobbelsender als ein Phasen-
schiebergenerator [§] ausgebildet, dessen )
phasendrehende Elemente, iiber welche die ¢ * Resqunaxurio des Setwinglrelsmo-
Riickkoppelung erfolgt, drei Rohren in
Anoden-Basis-Schaltung sind, deren Gitterspannung, und damit deren Arbeits-
punkt, periodisch mit der Netzfrequenz variiert wird.

Fig. 3 zeigt die Resonanzkurve, die auf dem Bildschirm des Oszillographen er-
scheint, wenn man das Modell des Allylmolekiils an den Resonanzkurvenschreiber
anschlieft.

Von einer Eichung des Bildschirms in p-Werten wurde wegen der geringen
Genauigkeit abgesehen.

—_—— )

Messungen und MeBergebnisse
Die Hiickelsche Sakulargleichung eines Molekiils wird nun in der Weise gelést,
daBl das Schwingkreismodell des Molekiils zunichst an den Resonanzkurven-
schreiber angekoppelt und die ungefihre Lage der Resonanzstellen sowie bei
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Entartung die Multiplizitdt derselben durch Verstimmen festgestellt wird. Dann
werden die Resonanzfrequenzen mit MeBsender, Impulszahler und Oszillograph
genau gemessen.

Um die Leistungsfdhigkeit des Analogrechners zu zeigen, sind in folgender
Tabelle fiir verschiedene Ketten- und Ringkohlenwasserstoffe die MeBwerte fiir
die m-Energieniveaus (g-Werte) sowie fiir den gesamten Bindungsanteil der z-
Elektronen zusammengestellt und mit den nach der einfachen Hiickelschen
Theorie berechneten Werten verglichen (Einheit f).

Tabelle
Energieniveaus Kopplungsenergie
Stoff
gemessen l berechnet gemessen L berechnet
Athylen - 0,995 ‘ - 1,000 1,99 2,00
0,993 1,000 + 0,06
Allyl — 1,406 - 1,414 2,81 2,83
0,001 0,000 + 0,09
1,420 1,414 ‘
Hexatrien - 1,788 - 1,802 6,92 6,99
-1,236 | — 1,247 = 0,18
- 0,434 — 0,445
0,450 0,445
1,253 1,247
1,826 1,802 i
Decapentaen - 1,909 - 1,919 11,94 12,05
- 1,670 - 1,682 + 0,30
- 1,297 - 1,310
- 0,819 - 0,831
- 0,274 ! - 0,285
0,293 0,285
0,835 0,831
1,319 1,310
1,699 1,682
1,943 1,919
Cyclopentadienyl — 1,998 —~ 2,000 5,06 5,85
- 0,654 - 0,618 + 0,45 !
1,546 i 1,618
Benzol — 1,996 - 2,000 8,11 8,00
- 1,030 — 1,000 + 0,8
0,943 1,000
1,984 2,000
Cyclooctatetraen — 1,996 — 2,000 9,65 ! 9,66
- 1,434 - 1,414 + 0,24
0,039 ' 0,000
1,358 i 1,414
1,992 2,000

Nach der Theorie ist ein Fehler von 4 p = + 0,03 zu erwarten. Bei den Ketten-
kohlenwasserstoffen ist dies auch erfillt. Bei Ringen treten groBere Abweichungen
zwischen gemessenen und berechneten Werten auf, bei verzweigten Systemen sind
die Resonanzen noch stérker verschoben. Diese Abweichungen werden einerseits
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durch die Kapazititen der Bauelemente gegen Erde, andererseits durch die ver-
nachlissigte Dampfung hervorgerufen und wirken sich desto stérker aus, je kom-
plizierter die Schwingkreise verkoppelt sind.

Die Verschiebung der Energieniveaus bei Anderung der Coulomb- und Reso-
nanzintegrale an der Stelle eines Ringatoms, wie sie bei Ersatz eines Kohlenstoff-
atoms durch beispielsweise ein Stickstoffatom erfolgt, wurde mit dem Analogrech-
ner fiir den Fall des Benzols (Ubergang zum Pyridin) untersucht. Dazu wurden
mit dem Gerit die Eigenwerte der Sdkulargleichungen

| A |

lo+=—1 0 0 0 1,
Q+ﬁo i
? 1o 1 0 0 0
| 01 o 1 0 0
| 00 1 o 1 0
; 00 0 1 o 1
\ 10 0 0 1 o

\ 4p A8
1+P 0001+
I %
1—|—é§~ o 100 0
Bo \
0 1 210 0 =0 (20
0 0 11 O
\ 0 0 01p 1
1+ 9 001 o
R |

bestimmt In den Fig. 4 und 5 sind die gemessenen Eigenwerte gegen die Ande-

¥ wnd 2~ 4 aufgetragen.

Bo Bo

Bei gré3eren Abweichungen von
den berechneten Werten sind
auch diese eingezeichnet. Die
Unterschiede sind durch den
relativ groBen Fehler der Ver-
stimmungskapazitdten bedingt,
und zwar sind sie bei den Er-

rungen

gebnissen fiir 48 im  Durch-
]

schnitt grofer als fur B— Das

0
ist durch das bei diesen Verstim-

mungen notwendige Kompen-
sationsverfahren bedingt. Wenn
man eine gréBere (Genauigkeit
benétigt, als mit dem Analog-
rechner zu erzielen ist, kann
man die erhaltenen Werte als
Néherungslgsungen ansehen
und nach den iiblichen alge-
braischen Methoden verbessern.
Der Verlauf der Funktionen
0 <43> und g <A—ﬁ> zeigh, daf
Bo Bo
eine VergroBerung des absoluten

Betrages der Resonanzintegrale
fiir irgendein Atom im Ring eine

—— gemessen
~—= perechnet
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—— gemessen 5L
~~— berechne! —==




134 HERMANN HARTMANN und ApoLr NEUMANN: Analogrechner

VergréBerung der Kopplungsenergie der sz-Elektronen bewirkt und eine Verkleine-
rung entsprechend eine Verminderung. Das umgekehrte gilt fiir die Coulomb-

integrale. Da an der Stelle Ao 0 die Energieniveaus sich nur langsam mit %‘f
0

0
dndern und da |« | < | B, | ist, wirken sich die Naherungen, die in der Hiickel-
schen Theorie beziiglich « gemacht werden, nur geringfiigig aus.

Literatur

[1] BopEwig, E.: Matrix Calculus; Amsterdam : North Holl. Publ. 1956.

[2] Hartmaxy, H.: Theorie der chemischen Bindung auf quantentheoretischer Grundlage;
Berlin, Gottingen, Heidelberg: Springer 1954.

[3] —, u. W. SttrMER: Z. Naturforsch. § a 99, (1950).

[4] HtokzL, E.: Grundziige der Theorie der ungesittigten und aromatischen Verbindungen;
Berlin: Verlag Chemie 1938.

[61 Huceres, R. H., and E. B. WiLson: Rev. sci. Instruments 18, 103 (1947).

[6]1 Maxy, A., and S. MerBoom: Rev. sci. Instruments 18, 831 (1947).

[7] NeuMmaNN, A.: Diplomarbeit; Frankfurt a. M. 1960.

[8] Wipg, H.: Frequenz 8, 1 (1954).

( Eingegangen am 7. Dezember 1964)



